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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 
 

ΘΕΜΑ Α 

Α1 – γ 
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Α3 – γ  (από τη φορά του ρεύµατος και την πολικότητα των οπλισµών προκύπτει 
ότι ο πυκνωτής φορτίζεται) 

 
Α4 – δ (η κινητική ενέργεια µεγιστοποιείται στη θέση ισορροπίας, από την οποία ο 

ταλαντωτής διέρχεται 2 φορές στη διάρκεια κάθε ταλάντωσης) 

 

Α5 – α=Σ 

ισχύουν: tηµωAx =  και ( )πtωηµαtηµωαα
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µέτρου ℏ
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ΘΕΜΑ Β 

Β1. Σωστό το γ. 

Η ιδιοσυχνότητα του κυκλώµατος είναι :  
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Με δεδοµένο ότι η συχνότητα της πηγής (που λειτουργεί ως διεγέρτης στο 

κύκλωµα) µεταβάλλεται από zΗ
π

1000
f
1
=  σε zΗ

π

8000
f
2
= , και η καµπύλη 

συντονισµού έχει την παρακάτω µορφή: 

 
συµπεραίνουµε πως το πλάτος αρχικά αυξάνεται και µετά µειώνεται. 

 

B2.1 Σωστό το γ. 

Από τη σύνθεση των tηµωAx
101

⋅=  και 







+⋅=
2

π
tωηµA3x

102  προκύπτει µια 

νέα απλή αρµονική ταλάντωση µε πλάτος Α1, που δίνεται από τη σχέση: 
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Από τη σύνθεση των Α.Α.Τ µε εξισώσεις tηµωAx

112
⋅=  και tηµωAx

213
⋅= , 

όπου ω1 και ω2 παραπλήσιες, προκύπτει διακρότηµα µε πλάτος Α2 που 
µεταβάλλεται περιοδικά µεταξύ των τιµών: 
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B2.2 Σωστό το β. 

Ο χρόνος µεταξύ δυο διαδοχικών µηδενισµών του πλάτους Α2 (περίοδος 
διακροτήµατος) δίνεται από τη σχέση: 
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Β3. Σωστό το γ. 
Φέρνουµε την κάθετο στο 
σηµείο επαφής της 
προσπίπτουσας ακτίνας 

πάνω στο κάτοπτρο. Η γωνία 
πρόσπτωσης π̂  είναι ίση µε 

την γωνία φ̂  που σχηµατίζει 

το κάτοπτρο µε τον πυθµένα 

(ως οξείες γωνίες που έχουν 
τις πλευρές τους κάθετες), 

άρα o

30π̂ = . 
Για την ανάκλαση που 
συµβαίνει στο κάτοπτρο 

ισχύει ότι η γωνία 
πρόσπτωσης π̂ και η γωνία 

ανάκλασης α̂  είναι ίσες, οπότε =π̂
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θ̂  µε τη σειρά της είναι 

ίση µε το άθροισµα της π̂ και α̂  (ως εντός εναλλάξ), εποµένως 
ο
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Από τον νόµο του Snell έχουµε: 
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ΘΕΜΑ Γ 

Γ1. Η σηµαδούρα αρχίζει να ταλαντώνεται όταν φτάσει σε αυτή το κύµα από την 
εγγύτερη πηγή, δηλαδή την Π1. Με βάση τα δεδοµένα της άσκησης αυτό 
συµβαίνει τη στιγµή t1=0,4s. Άρα η απόσταση από την Π1 είναι: 
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Όταν στη σηµαδούρα φτάσει το κύµα από τη δεύτερη πηγή, αρχίζει το 

φαινόµενο της συµβολής µε αποτέλεσµα το πλάτος της ταλάντωσής της να 
µεταβάλλεται και πιο συγκεκριµένα να διπλασιάζεται. Αυτό σηµαίνει ότι το 
σηµείο Κ, είναι σηµείο ενίσχυσης. Από την εκφώνηση προκύπτει ότι το κύµα 

από τη δεύτερη πηγή φτάνει στο Κ την t2=0,6s. Άρα η απόσταση από την Π2 
είναι: 
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Γ2. Η εξίσωση ταλάντωσης των πηγών θα είναι της µορφής: )tω(ηµAy ⋅=  

Επειδή το σηµείο Κ βρίσκεται στην 1
η
 υπερβολή ενίσχυσης µετά τη 

µεσοκάθετο, οι αποστάσεις του r1,r2 από τις δυο πηγές, θα επαληθεύουν τη 

συνθήκη ενίσχυσης λNrr
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Με βάση τη θεµελιώδη εξίσωση της κυµατικής έχουµε: 
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υ
f  ⇔=

4,0

2
f  zΗ5f =   ή  Τ= 0,2s 

Για τη σηµαδούρα θα ισχύουν: 
 

� Μέχρι την άφιξη του κύµατος από την Π1, η σηµαδούρα δεν ταλαντώνεται 
και συνεπώς y=0. 

 

� Από τη στιγµή t1=0,4s, που φτάνει το κύµα από την Π1 και µέχρι να φτάσει 
το κύµα από την Π2 την t2=0,6s, η σηµαδούρα ταλαντώνεται µε την 

επίδραση του ενός µόνο κύµατος, οπότε η εξίσωση ταλάντωσής του είναι: 
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� Από την t2=0,6s, η σηµαδούρα ταλαντώνεται υπό την επίδραση και των δυο 
κυµάτων οπότε ισχύει: 
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 Συνοψίζοντας τα παραπάνω, η αποµάκρυνση της σηµαδούρας από τη 
 θέση ισορροπίας περιγράφεται από τις εξισώσεις: 
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Γ3. Η δυναµική ενέργεια ταλάντωσης της σηµαδούρας δίνεται από τη σχέση: 
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� Συνεπώς η δυναµική ενέργεια παίρνει τη µέγιστη τιµή της για πρώτη φορά 
όταν το πλάτος ταλάντωσης της σηµαδούρας γίνει µέγιστο για πρώτη φορά.  

� Επειδή στη σηµαδούρα έχουµε ενισχυτική συµβολή το πλάτος της 

µεγιστοποιείται
 
µετά την έναρξη της συµβολής, οπότε και λαµβάνει την 

τιµή 2Α.  
� Η έναρξη της συµβολής γίνεται την t2=0,6s, στιγµή κατά την οποία η 

σηµαδούρα βρίσκεται στη θέση ισορροπίας αφού σε σηµεία ενίσχυσης η 
συνάντηση των κυµάτων γίνεται µετά τη συµπλήρωση ακέραιου αριθµού 
ταλαντώσεων µετά από την άφιξη του 1

ου
 κύµατος.  

 

Άρα η σηµαδούρα θα βρεθεί για πρώτη φορά, µετά την έναρξη της συµβολής 
στη µέγιστη αποµάκρυνσή της, τη στιγµή: 
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Γ4. Κατά την ταλάντωσή της η σηµαδούρα λειτουργεί ως πηγή ήχου που άλλοτε 

πλησιάζει και άλλοτε αποµακρύνεται από τον ανιχνευτή Α. Σύµφωνα µε το 
φαινόµενο Doppler, λόγω της σχετικής κίνησης πηγής - ανιχνευτή , ο 

τελευταίος θα καταγράφει διαφορετική συχνότητα από την εκπεµπόµενη. 
 

� Όταν η σηµαδούρα κινείται πλησιάζοντας τον ανιχνευτή, η συχνότητα που 
θα καταγράφει αυτός θα δίνεται από τη σχέση: 
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� Όταν η σηµαδούρα κινείται αποµακρυνόµενη από τον ανιχνευτή, η 

συχνότητα που θα καταγράφει αυτός θα δίνεται από τη σχέση: 
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Από τις προηγούµενες σχέσεις συµπεραίνουµε ότι η συχνότητα που 

καταγράφει ο ανιχνευτής είναι µεγαλύτερη στην περίπτωση που η σηµαδούρα 
πλησιάζει προς αυτόν. 
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Η καταγραφόµενη από τον ανιχνευτή συχνότητα παίρνει τη µέγιστη τιµή της 
όταν η ταχύτητα της σηµαδούρας είναι µέγιστη και η κατεύθυνσή της είναι 
προς τον ανιχνευτή, όταν δηλαδή διέρχεται από τη θέση ισορροπίας (y=0) 
κινούµενη προς τα πάνω. Συνεπώς: 
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ΘΕΜΑ ∆ 

∆1. Σχεδιάζουµε τις δυνάµεις που ασκούνται στο δακτύλιο και το σφαιρίδιο και 

αναλύουµε την τάση του νήµατος στις συνιστώσες x
T

�

 και y
T

�

. Για να 

ισορροπεί το σύστηµα πρέπει να  ικανοποιείται η συνθήκη 0τΣ =
�

 ως προς 
οποιοδήποτε σηµείο. Επιλέγουµε το σηµείο Ο έτσι ώστε η άγνωστη δύναµη 

της άρθρωσης να έχει ροπή ίση µε µηδέν. 
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∆2. Για να υπολογίσουµε τη ροπή αδράνειας του δακτυλίου ως προς άξονα που 
περνά από το κέντρο µάζας του και είναι κάθετος στο επίπεδό του, τον 
χωρίζουµε σε Ν υλικά σηµεία, καθένα από τα οποία απέχει απόσταση R από το 
κέντρο του Ο και αθροίζουµε τις αντίστοιχες ροπές αδράνειας. 
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Εποµένως:    2
)cm(δακτ RMI ⋅=  

Η ροπή αδράνειας του δακτυλίου ως προς τον άξονα περιστροφής που 
διέρχεται από το Ο, θα δίνεται µε βάση το θεώρηµα Steiner από τη σχέση: 

2222
)cm(δακτ)O(δακτ MR2MRMRMRII =+=+=  

Η ροπή αδράνειας του συστήµατος ως προς τον άξονα που περνά από το 
σηµείο Ο, υπολογίζεται προσθέτοντας και τη ροπή αδράνειας του σφαιριδίου 
(υλικό σηµείο). 

22222
)O(σφαιρ)O(δακτ)O(ολ R)m2M(2mR4MR2)R2(mMR2III +=+=+=+=  

⇔⋅=⋅+= 16,0104,0)123(2I
2

)O(ολ  2
)O(ολ mKg6,1I ⋅=  

 

∆3. Το σύστηµα δακτύλιος - 
σφαιρίδιο θα περιστραφεί 
γύρω από τον άξονα που 
περνά από το σηµείο Ο. 

Επειδή κατά την κίνηση του 
συστήµατος οι µοναδικές 
δυνάµεις που παράγουν έργο 

είναι τα βάρη σφαιριδίου – 
δακτυλίου, που είναι 
συντηρητικές, µπορούµε να 
χρησιµοποιήσουµε την 

Αρχή ∆ιατήρησης της 
Μηχανικής Ενέργειας 
(Α.∆.Μ.Ε) για να 

υπολογίσουµε το µέτρο της 
γωνιακής ταχύτητας του 
συστήµατος τη στιγµή που η διάµετρος ΟΑ γίνει κατακόρυφη. Λαµβάνοντας 
σαν επίπεδο µηδενικής δυναµικής ενέργειας Uβαρ=0 αυτό που περνά από το 

σηµείο A έχουµε: 
 

Α.∆.Μ.Ε.:   )ΙΙ(µηχ)Ι(µηχ ΕΕ =  

)ΙΙ(σφ)ΙΙ(δακτ)ΙΙ(ολ)Ι(σφ)Ι(δακτ)Ι(ολ UUΚUUΚ ++=++  

⇔+⋅⋅=++ MgRωΙ
2

1
R2mgR2Mg0 2

)Ο(ολ  R2mgMgRωΙ
2

1 2
)Ο(ολ +=⋅⋅  
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25ω4,010)123(ω6,1
2

1
gR)m2M(ωΙ

2

1 222
)Ο(ολ =⇔⋅⋅⋅+=⋅⋅⇔+=⋅⋅  

 

Εποµένως προκύπτει:   s/rad5ω =  

 
Το ζητούµενο µέτρο της στροφορµής του δακτυλίου βρίσκεται από τη σχέση:  

ωΙL )Ο(δακτδακτ ⋅=  ή ⇔⋅⋅⋅=⋅⋅= 54,032ωRΜ2L
22

δακτ
  

s

mKg
8,4L

2

δακτ

⋅

=  

 
∆4.

 

 

 

Γνωρίζουµε την ταχύτητα υ1΄ του σώµατος Σ1 µετά την κεντρική ελαστική 
κρούση του µε το σώµα Σ2, οπότε µπορούµε να βρούµε την ταχύτητα υ1, που 
έχει το σώµα Σ1 αµέσως µετά την κρούση του µε το σύστηµα δακτυλίου – 

σφαιριδίου. Προσέχουµε ότι το σώµα Σ1 κινείται αντίθετα µετά την κρούση 
του µε το Σ2, οπότε µε βάση τη φορά που ορίσαµε ως θετική, αλγεβρικά ισχύει 
υ1΄=-1 m/s. Επειδή η κρούση Σ1-Σ2 είναι ελαστική ισχύει: 

⇔

+

−

=−⇔

+

−

=
11

21

21

1
υ

21

21
1υ

mm

mm
΄υ   s/m3υ

1
=  

 

Κατά την κρούση του συστήµατος δακτύλιος – σφαιρίδιο µε το σώµα Σ1 
µπορούµε να εφαρµόσουµε την αρχή διατήρησης της στροφορµής στο 
σύστηµα δακτύλιος-σφαιρίδιο-m1 ως προς τον άξονα περιστροφής, αφού 

Στεξωτ=0 (εξωτερικές δυνάµεις είναι τα βάρη και η δύναµη από τον άξονα)
. 

Από 

την Α.∆.Σ έχουµε: 
 

4,0231΄ω6,156,1R2υm΄ωΙωΙLL 11)0(ολ)0(ολ)άµετ(ολ)πριν(ολ ⋅⋅⋅+⋅=⋅⇔+⋅=⋅⇔=  

οπότε βρίσκουµε s/rad5,3΄ω =  
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Η θερµική ενέργεια που εκλύεται κατά την κρούση του συστήµατος µε το 
σώµα Σ1 υπολογίζεται από τη σχέση: 

)υm
2

1
΄ωΙ

2

1
(ωΙ

2

1
ΚΚ∆ΚQ 2

11
2

ολ
2

ολ)άµετ(ολ)πριν(ολολκρουσης +⋅−⋅=−==  

⇔⋅⋅+⋅⋅−⋅⋅= )31
2

1
5,36,1

2

1
(56,1

2

1
Q 222

κρουσης   Joule7,5Q
κρουσης

=  

 

∆5. Το σώµα Σ2 µετά την κεντρική ελαστική κρούση του µε το σώµα Σ1 αποκτά 

ταχύτητα: ⇔

+

⋅

=⇔

+

= 3
21

12
΄υυ

mm

m2
΄υ

21

21

1

2  s/m2΄υ
2
=  

 

 
 

Το σώµα Σ2 θα διαγράψει τόξο κύκλου µέσω του τεντωµένου νήµατος, µέχρι 

να σταµατήσει στιγµιαία. Κατά την κίνηση αυτή το βάρος είναι συντηρητική 
δύναµη ενώ η µη συντηρητική τάση του νήµατος είναι συνεχώς κάθετη στη 
µετατόπιση και δεν παράγει έργο.  

 
Εφαρµόζοντας την αρχής διατήρησης της µηχανικής ενέργειας (Α.∆.Μ.Ε.):  

)ΙΙ(µηχ)Ι(µηχ ΕΕ =   οπότε  )ΙΙ()ΙΙ()Ι()Ι( UΚUΚ +=+  

⇔

⋅

==⇔=⋅

102

2

g2

΄υ
hghm΄υm

2

1 22

2

2

2

22
 m2,0h =  

 
Παρατηρούµε ότι h<ℓ οπότε το σώµα Σ2 σταµατά στιγµιαία πριν το νήµα γίνει 
οριζόντιο. Από το παραπάνω σχήµα προκύπτει: 

⇔−=−=

−

=

1

2,0
1

h
1

h
συνθ

ℓℓ

ℓ
8,0συνθ =  

Από την ταυτότητα 1θσυνθηµ 22
=+  προκύπτει 6,0ηµθ =  

 
Το µέτρο του ρυθµού µεταβολής της ορµής στη θέση της µέγιστης εκτροπής 

υπολογίζεται από τη σχέση : 2
y

2
X )FΣ()FΣ(FΣ

dt

dP
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Το σώµα Σ2 εκτελεί κυκλική κίνηση και συνεπώς η συνισταµένη των 

δυνάµεων στη διεύθυνση της ακτίνας (άξονας y) εκφράζει την κεντροµόλο 
δύναµη. Συνεπώς ισχύει: 
 

(άξονας y): 0
υm

FΣF

2

yκεντρ

2

=

⋅

==

ℓ
 γιατί στιγµιαία υ=0. 

 
Άρα: 

 

6,0102ηµθgmwFΣ)FΣ(FΣ
dt

dP
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Οπότε:  
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